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Topologia Inicial

Definicidon

Sean X y Y dos conjuntos,
f: X—=>Y
una funcién, o una topologia para Y vy
F :={y € Top[X]: (X,7) SLEN (Y,0) es continua}

Diremos que 7 € Top[X] es la topologia inicial para X respecto de
(f,o) si 7 =inf F. Lo denotaremos por 7 — (f,0).
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Topologia Final

Definicidon

Sean X y Y dos conjuntos,
f:X—=Y
una funcién, 7 una topologia para X y
F':={y € Top[Y] : (X,7) —— (Y,7) es continua}

Diremos que o € Top[X] es la topologia final para Y respecto de
(1,f) si 0 =sup F’. Lo denotaremos por (7, f) — o.
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Caracterizacion de topologia inicial

Proposicion.

Sea f : X — Y una funcién, 7 € Top[X] y o € Top[Y]. Son
equivalentes:

(a) T (f,0).
(b) T ={f[V]:V €}
(c)  m Lafuncién f: (X,7) — (Y,0) es continua
m Dada cualquier funcién g : Z — X y cualquier p € Top(Z), si
fog:(Z,p) — (Y,0) es continua entonces
g:(Z,p) = (Z,7) es continua

(c) = Lafuncién f: (X,7)— (Y,0) es continua
m Dada cualquier factorizacién (X,T) (W,w) L (Y,0)de f
tal que h es biyectiva, entonces h: (X,7) — (W,w) es un

homeomorfismo.
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Encajes y Cocientes

Sea f: (X,7) — (Y, o) una funcién continua y inyectiva entre dos
espacios topoldgicos. Son equivalentes:

(a) 7 es final respecto a la pareja (f,0).

(b) f es un encaje entre espacios topoldgicos.

Sea f: (X,7) — (Y, o) una funcidn continua y suprayectiva entre
dos espacios topoldgicos. Son equivalentes:

(a) o es final respecto a la pareja (7, f).

(b) f es un cociente entre espacios topoldgicos.
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Factorizaciones candnicas

Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcién continua entre dos espacios
topoldgicos. Notemos que f admite una factorizacién mediante fun-
ciones continuas de la forma

(X, 7) 5 (FIX], 001x0) 2 (Y, 0)

donde o¢(x] es la topologia inicial para f[X] respecto de la inclusién
natural ¢ y de la topologia o, mientras que la funcién f’ es la re-
striccién de f a su imagen.
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Factorizaciones candnicas

Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcién continua entre dos espacios
topoldgicos. Notemos que f admite una factorizacién mediante fun-
ciones continuas de la forma

(X, 7) 2 (X, m) 5 (Y, 0)
donde X, = {f(y)},ef(x]. P es la proyeccién natural

p: X=X
X — f_l(f(x))

y la topologia 7, para X, es final respecto de la pareja (7, p).
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Topologia Inicial para una Fuente de funciones

Definicién

Sean (X, 7j)ic; una familia de espacios topoldgicos,
(fi : X = Xi)ies

una fuente de funciones y

F :={y € Top[X] : (X,v) —— (X, ;) es continua Vi € I}

Diremos que 7 € Top[X] es la topologia inicial para X respecto de
(fi,7i) si 7 = inf F. Lo denotaremos por 7 +— (f;, 7i)ies-
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Tomemos una fuente de funciones continuas
(fi: (Y, 0) = (Xis7i)ier)-

Podemos considerar al producto topoldgico del codominio de dicha
fuente

(X,7) = [[(Xi,7)

iel
y la fuente de proyecciones canénicas (m; = (X, 7) — (Xi, 7i))ici-
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Topologia Final para un Pozo de funciones

Definicién

Sean (X, 7j)ic; una familia de espacios topoldgicos,
(fi: Xi — X)iel

un pozo de funciones y

F':={~ € Top[X] : (X, 7:) B (X,7) es continua Vi € I}

Diremos que 7 € Top[X] es la topologia final para X respecto de
(77, ;) si T = sup F'. Lo denotaremos por (7, fi)ics — T.
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Tomemos un pozo de funciones continuas
(fi : (Xiy i) = (Y, 0)ier)

podemos considerar al coproducto topoldgico del dominio de dicho
pozo

(X’ T) = H(Xia 7—i)
i€l

y el pozo de inclusiones canénicas (¢; = (Xi, 1) = (X, 7))ier-
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Propiedades Reflexivas

Definicidn
Una propiedad topolégica P es reflexiva si a cada (X, 7) podemos
asociarle un (Xp,7p) € P y una funcién continua

PX : (X,T) — (XP,TP)

tales que, dada f : (X,7) — (Y,0) con (Y,0) €P entonces existe:

(X, T) ——> (¥.6)
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Propiedades Coeflexivas

Definicidn
Una propiedad topoldgica P es coreflexiva si a cada (X, 7) podemos
asociarle un (Xp,7p) € P y una funcién continua

PX : (XP,TP) — (X,T)

tales que, dada f : (Y,0) — (X, 7) con (Y,0) €P entonces existe:

X,T)<—— (Y. 0)

(Xp, Te)
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Compactaciones

Definicion

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una compactacién de dicho
espacio es una pareja (f,(Y,0)) donde (Y, o) es compacto y Tp,
f:(X,7) — (Y,0) es un encaje y f[X] es denso en (Y, 0).

Se puede probar que para cualquier (X, 7) existe una pareja (f*, (Y, 0))
tal que cumple con casi todas estas caracteristicas (no es un encaje).
Esto se soluciona cuando (X, 7) es Tychonoff (T51).

2
Definicién

A esta compactacién se le llama compactacién de Cech-Stone.
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Compactacién de Cech-Stone

Proposiciéon

Sea (X, T) un espacio topoldgico, f* : (X,7) — (Y, o) la funcién
usada anteriormente y (Z, p) un espacio compacto y T;. Si
h:(X,7) = (Z,p) es una funcién continua entonces:

T

(X, T) (Y,O) es compacto

y T
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(Z,¢) compoctoy
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